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Vorwort

Diese Sammlung von Sachwert-Extremaufgaben enthélt zunéchst einmal auch Aufgaben aus der
Datei 18025 aus den Klassen 9/10, in der Extremwertaufgaben behandelt werden, die auf
guadratische Funktionen zurtickgehen. Weil deren Schaubild eine Parabel darstellt, kann man dort
das Maximum oder Minimum durch Berechnung des Parabelscheitels tGber quadratische Ergdnzung
durchfihren. Alternativ dazu wurde hier natirlich die Berechnung der Extremwerte mittels

Ableitungen und Randwertuntersuchung durchgefihrt.

Diese Sammlung an Aufgaben wird bei Gelegenheit erweitert. Sie enthalt teilweise sehr schwere
Aufgaben, deren Ableitungen hohe Anforderungen stellen (z. B. Wurzelfunktionen), und die sich daher

auch als Aufgaben fur CAS-Rechner eignen.
Jeder kann sich seine Aufgaben au swahlen!

Beim Erstellen von Aufgaben — nach einer Anregung eines Schul’uches — bin ich auf
Extremwertaufgaben gestof3en, die auf Funktionen mit 2 Variakier fihren. Nun sind solche
Funktionen nicht Stoff des Gymnasiums. Sie lassen sieh éiberaroblemlos bearbeiten, wenn man
einen kleinen Trick anwendet. Ich habe fur diese Aufga.2n eine 3. Datei flr Extremwerte angelegt.
Denn sie fallen doch aus dem Rahmen. Lehrer, die niit/_iS arbeiten, sollten sich diese Aufgaben
unbedingt ansehen. Die doch etwas schwierigerer, Cmtormungen lassen sich mit diesen Rechnern
erledigen. Man muss dazu aber schon Wissen“»auenund die Gerate bedienen kénnen. Vielleicht

liefern sie Stoff fir moderne Sach-Abitur-Aufgaben.
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49011 Extremwert Training 1

1.1 Rec

Eine Endlosschnur hat die Ladnge 12 m. Daraus soll ein Rechteck geformt
werden. Berechne seinen Flacheninhalt A(x) in Abhangigkeit von der

Breite x des

Fir welchen Wert von x nimmt dieser einen Extremwert an? y

Losung

1. Extreme Flachenstiicke

hteck mit konstantem Umfang

Rechtecks.

1. Schritt:

2. Schritt:

3. Schritt:

4., Schritt:

Aufstellung der vorlaufigen Zielfunktion

Es sei x die Breite des Rechtecks undy seine Héhe. Auashinen berechnet man den
gesuchten Flacheninhalt durch die Formel: A=x-y.

Genauer betrachtet ist das eine Funktion mit 2 Varichlen x und y, weshalb man diese

sogenannte Zielfunktion in der Regel so aufschreibt:

A(xy)=x-y (1)

Herausfinden der Nebenbedingung

Da der Umfang mit 12 m vorgegeben:sybedeutet dies, dass zwischen x und y ein

vorgegebener Zusammenhang beseitnaine sogenannte Nebenbedingung. Sie lautet:
2x+2y=12 dh. [x+y=6] @)

Sie zeigt, dass man die beid:n Viiriablen x und y nicht unabhangig voneinander

wahlen darf, denn diese Nebeabedingung muss ja stets erfillt sein.

Aufstellen der endgiltigan Jielfunktion

Stellt man Gleic’iung2), also x+y =6 nachyum, erhdltman y=6-x.

Ersetzt man damijyit (1), dann bleibt fir die Zielfunktion nur noch eine Variable x tbrig:
A(x)=x-(6-x)

A(x)=6x-x (3)

Festlegung des Definitionsbereichs fiir die Zielfunktion

Die Zielfunktion hat auch einen eingeschrankten Definitionsbereich, denn zum
Einhalten der Nebenbedingung gibt es fur x bestimmte Einschrénkungen.

So muss etwa x > 0 sein, andererseits aber auch x < 6.

Somit haben wir den Definitionsbereich: D= ] 0:6 [

Friedrich Buckel
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Bemerkungen:
Diese Einschrédnkungen verstehen Schiler oft nur schwer. Dabei geht es doch nur um
Folgendes: Eine Rechtecksseite muss ja eine Lange haben, die grof3er ist als 0.
Damit ist x > 0 schon erklart.

Die zweite Rechtecksseite ist y. Auch sie muss eine positive Lange haben. Ausy >0
folgt wegen y =6-x,dann 6-x>0, woraus man x <6 erhalt.

Man kann auch so darauf stof3en: Wenn x+Yy > 6 sein muss, dann kann keine Seite

6 oder mehr haben, weil es ja keine negativen Werte fur Langen gibt.

Was auf der Seite zuvor im roten Kasten aufgeschrieben worden ist, das sind nur die Vorbereitungen

fur die eigentliche L6sung der Aufgabe.

Gefragt war nun n&mlich, fir welches x dieser Flacheninhalt einer“extrerien Inhalt annimmt, also ein

Maximum oder ein Minimum.

Voruberlegung:

Die endgiiltige Zielfunktion fir den Flacheninhalt fe: tete! o S

A(x)=6x-x
Dies ist eine quadratische Funktion, deren Scraunild eine 51
Parabel darstellt. ¢

Schreibt man sie so auf:  A(x) = —x%+ 6x , dann hat sie die 2

typische Form und man erkennt, di ss (\7egen des negativen

Koeffizienten von x2) die Parabe’ nash unten geéffnet ist.

Gibt man fir x eine Breite verpetwa x = 1, dann kann man den zugehdrigen y-Werte,
also die Hohe y = 6 —1=5 ‘herechnen und erhalt einen Flacheninhalt von A(1)=5.

In der Abbildung ist d’=s durc¢h einen roten Pfeil gekennzeichnet. Von x = 1 aus fuhrt der
Pfeil nach oben zum gelbe:i Kurvenpunkt, der bei A =5 liegt!
So kann man zu jeder Breite x aus dem Definitionsbereich D :] 0;6 [ (d. h.0<x<6)

einen Flacheninhalt berechnen bzw. am Schaubild ablesen. Man erkennt aber auch, dass man
fir x = 3 zum hochsten Punkt der Parabel, also zu ihrem Scheitel S kommt. Dort bekommt man

den gré3ten Wert fir A, also den maximalen Flacheninhalt.

Damit ist der Weg zur Losung der Aufgabe aufgezeigt:

Zur Berechnung des extremen Flacheninhalts wird der Scheitel der zur Zielfunktion

gehdrenden Parabel berechnet.

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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In der Sekundarstufe 1 (Klasse 9/10) wird man den Parabelscheitel mittels quadratischer

Erg&nzung bestimmen, in der Oberstufe mit den Ableitungsfunktionen, was deutlich rascher geht.
Hier werden beide L6sungen gezeigt:
Extremwertberechnung mit quadratischer Erganzung

Achtung:  Die Kurvengleichung der Parabel darf man hier nicht mit y schreiben, also
nicht so: y =-x%+6x, denny hat schon die Bedeutung der Rechteckshéhe.

Also muss man eine neue Variable verwenden, etwa z.

z=-%2+6x

Ausklammern von -1: zZ= —(x2 - 6x)
Bemerkung zur Methode:

Die Klammer (x2 —-6X+ ?) soll durch ein Zeadrat erganzt werden, so dass man

A

diese Klammer durch einen quadratischen :=¢m ersetzen kann.

Ergénzt man die Quadratzahl 9, dann «.'appt dies, denn es gilt ja:
e -ox:9) - (x- ).
laut 2. binomischer Formel.
Doch wie findet man diese Ouaaiatzahl 9?
Dazu muss man sich die binoriiische Formel ansehen:
(a— b)2 =a®-2ab+b? enthdltin der Mitte das sogenannte doppelte Produkt.
Diese Rolle Gbernimmt der Summand -6x. Durch Halbieren kommt man auf -3x.
Damit erkennt man, de¢ss -5 die Zahl b in der Formel tbernimmt.

Und ihr Quadrat ist'9. Caher wird man folgenden Rechenweg einschlagen:

z=-x2+6x

Ausklammern von -1: zZ= —(x2 - 6x)

Halbieren von -6 ergibt -3 mit dem Quadrat 9, also wird in der Klammer das Quadrat
erganzt. Weil vor der Klammer der Faktor -1 steht, wurde auf der rechten Seite daher in
Wirklichkeit -9 erganzt. Zum Augleich schreibt man daher ans Ende wieder .

Man schreibt das so auf: zZ= —(x2 —6x ) +@
In Kurzschreibweise: z=—(x —3)2 +9

Jetzt hat man die Scheitelform der Parabelgleichung erzeugt: z =k-(x —Xg )2 +Ys

Ergebnis: Parabelscheitel S(3]9).

Fir x = 3 erhalt man somit das Maximum A(3)=9.

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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Extremwertberechnung mit Trickrechnung

Es gibt hier eine Kurzlésung: Die Produktdarstellung A(x) = X - (6 —X) = —=X" + 6X

zeigt, dass die Funktion A die Nullstellen 0 und 6 hat.

Aus Symmetriegriinden liegt daher der Parabelscheitel in der Mitte, also bei 3.

Weil diese Parabel nach unten getffnet ist, hat die Flacheninhaltsfunktion A fir x =3 ein Maximum

mit dem Wert: A(3)=3-(6-3)=3-3=9.

Berechnet man zu x = 3 die zugehdrige Breite y = 6 — x = 3, erkennt man sofort, dass es sich dabei

um ein Quadrat handelt!

Extremwertberechnung mit Ableitungen

Die Zielfunktion lautet: ~ A(x) = -x2 +6x

Ableitungen:

Extremwertbedingung:  A'(x)=0 < -2x+6=0 1< x; =3

Kontrolle: A"(3)=-2<0

Also liegt ein Maximum vor.

Dieses hat den Wert: AB)=-9+18="1

Auch hierzu eine Erklarung:

Die erste Ableitungsfunktion dient bekanntlich der Berechnung der Tangentensteigung.

Mit der Extremwertbedingung A‘( () =\ sucht man folglich nach Stellen, an denen die

Kurve (hier die Parabel) eine waagatechte Tangente hat. Dies ist im Parabelscheitel

der Fall. Die zweie Ableitungs unkaon bestimmt die Art der Krimmung. Bei einem

negativen zweiten Ableitungsv ert liegt an der flr x eingesetzten Stelle Rechtskrimmung

vor. Daher ist der Paraiicincricitel ein Hochpunkt. Die Funktion hat somit bei x = 3 einen

maximalen Funktionsveart.

Relatives oder absolutes Maximum?

Nehmen wir an, das rechte Schaubild gehért zu unserer
Flacheninhaltsfunktion. Und nehmen wir an, dass wir herausgefunden
haben, dass die Funktion fur x = 1,4 ihr Maximum hat.

Dann muissen wir an Hand der Abbildung erkennen, dass es fur den
Wert x = 5,5 (z. B.) einen gréReren Flacheninhalt gibt.

Das gefundene Maximum ist also nur ein relatives oder lokales
Maximum, also beschrankt auf ein Intervall. Fir den ganzen

Definitionsbereich liegt hier der Maximalwert am rechten Rand!

Alx) .

Friedrich Buckel
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Daher wird die Untersuchung der Randwerte von grof3er Bedeutung!
Randwertuntersuchung

Am linken Rand des Definitionsbereiches, also fir x = 0 ist die Rechtecksbreite 0, (und wegen

y =6 —x die Lange des Rechtecks 6, aber der Flacheninhalt ist 0 und damit der kleinste mogliche

Wert. Am linken Rand haben wir somit den Randwert O.

Dasselbe folgt fur den rechten Rand bei x = 6. Dann wird y = 6 und wieder erhalt man den Inhalt 0.

In der Oberstufe wird man das mit der Grenzwertschreibweise erledigen:

. T _ 2 _
llamoA(X)_Lmo( X +6x)—0
- _ - _ 2 _
)I(lﬁmGA(x)—)I(lﬁmG( X +6x)_0

Eine oft gestellte Schillerfrage ist an dieser Stelle:

Warum schreibt man nicht einfach A(0)=0 und A6 ?

Die Antwort wird enttduschend sein. Das ist eine reine auesavichtige Formsache. Denn wenn man

wie hier x =0 und x =6 aus dem Definitionsbereich di:r [-unktion A(x) ausgeschlossen hat (weil fur

diese Werte kein wirkliches Rechteck mehr vorliegt), acan darf man sie auch nicht einsetzen.

Die Grenzwertschreibweise hilft dann weiter, wensie besagt, dass sich der Flacheninhalt dem Wert 0

nahert, wenn x gegen 0 oder gegen 6 geht.

Auswertung der Randwertuntersuchuny:

Weil die Randwerte 0 sind, ist d='s Mcximum der Flacheninhaltsfunktion sogar ein absolutes

Maximum. (Es gibt also nirgerniiwo im Definitionsbereich der Funktion einen gréReren Wert

fur den Inhalt des Rechtecks/

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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2.2 Schnittmuster fur eine einfache Schachtel

In der Klasse 5 werden in der letzten Stunde vor den

Weihnachtsferien Schachteln aus buntem Karton

gebastelt.

Zur Verfugung steht jedem Kind ein bunter Karton mit dem

Format 25 cm auf 40 cm.

Die Kinder missen zuerst herausfinden, wie gefaltet wird, =~ [ """~~~

und dass man, um eine verninftiger Schachtel zu bekommen,

an den Ecken gleich grofl3e Quadrate herausschneiden muss.

Die empor geklappten Seiten werden dann mit einem Klebeband/zusammiengehalten.

Am Ende gibt es einen kleinen Wettbewerb. Da jedes Kind auf seine Weise falten darf, entstehen
Schachteln mir unterschiedlichem Fassungsvermdgen. Es gent.wen darum, wer die Schachtel mit dem

maximalen Inhalt hergestellt hat. Dazu werden die Schache!n it Sand befullt. Wer am meisten

Sand in seine Schachtel bekommen hat, der hat gewornern: 25
A
. e ™
Ldsung ( X b
X

1. Schritt:  Aufstellung der vorlaufigen Zielfur” vien.tolaue Flache) | b—— .

V(ab,x)=a-b-x (1)

Denn x wird zur H6he der Schachte!. 40 < a

2. Schritt:  Herausfinden der Nebenbzuizaung

Auf der kurzen Seite oilt: “WH + 2x =25 \

und auf der langen: a+2x =40

Stellt man diese Giaidnungen nach b bzw. a um, kann man damita und b

in der Volumenformel (1) eliminieren.

b =25-2x 2
a=40-2x 3)

3. Schritt:  Aufstellen der endgiiltigen Zielfunktion

(2) und (3) in (1) einsetzen:

V(x)=(40-2x)-(25-2x)-x

V(x) = (1000 - 50x — 80x + 4x? ) - x = |4x® ~130x” +1000x

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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4. Schritt:  Festlegung des Definitionsbereichs fiir die Zielfunktion

X mMuss sicher positiv sein, andererseits muss (an der kurzen Seite des Kartons)

2x kleiner als 25 cm sein, sonst bleibt fir die Breite b der Schachtel nichts mehr tbrig.
D,=]0;125[

Die linke Abbildung zeigt uneingeschrénkt das Schaubild der Funktion f(x) = 4x® —130x? +1000x .

Die rechte Abbildung zeigt den Ausschnitt, der zum Definitionsbereich passt.

Man erkennt den Hochpunkt bei etwa x = 5.

B8 @ 11 12 13 14

Extremwertberechnung mit Ableitungen
Zielfunktion: V(x) = 4x3 —130x? +10A0x

Ableitungen: V'(x) = 12x? — 260x + 2000
V"(x) = 24x - 260

Extremwertbedingung:  V'(x)=0 < 42%® <260x+1000=0 | :4
3x? —65x +250 29

 67#R/55% ~4.3.250  65++/4225-3000  65+1225

2 2.3 6 6

&7+ 35 _{%z%zlww

X = —
12 6 5

Kontrolle: V"(5) =24.5-260=120-260<0

Also liegt bei xg =5 ein maximales Volumen vor.

Dieses hat tibrigens den Wert (er war nicht gefragt!):

V(5)=4-5°-130-5% +1000-5

Schneller geht das Uber die Schachtelmalie:
a=40-2-5=30, b=25-2.5=15 x=5 = V=a-b-x=30.15-5=2250(cm?).

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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Uber Randwerte muss man hier eigentlich nicht sprechen, denn es ist geometrisch klar, dass
Fiur a = 0 keine Grundflache existiert, also V = 0 wird und fur a = 12,5 die H6he der Schachtel 0 wird,

was wieder zu V = 0 fuhrt. Dies wurde bereits bei der Festlegung des Definitionsbereichs geklart.

Bemerkung fur Lehrer:
Diese Aufgabe gibt noch viel her.

Man kann in einer umfassenderen Aufgabe damit beginnen, dass eine Tabelle angibt, welche die
Abmessungen x verschiedener Schachteln enthalt, die von den Kindern hergestellt worden sind,

zusammen mit dem Volumen, das aus unserer Zielfunktion berechn:t worc 2n ist.

X 2 4 6 8 14 12

\% 1932 2856 2184 1722 1000 192

Die Aufgabe heil3t dann, eine Skizze fir die Funktion V2u ersteilen und dann mit Regression (man

sollte auf kubische Regression kommen) die Gleichung‘aes Funktion V ermitteln.

Noch netter wird es, wenn man von diesen bereclieteriiviaRen weggeht und etwa 6 Beispiele nimmt,
wie sie von Kindern gewahlt worden sind, zuse=wman.mit dem Ergebnis der (ungenauen)

Volumenmessung durch die eingeflllte Sandmenge, ‘die man dann Uber einen Messzylinder ermittelt.

Also etwa eine Tabelle wie diese:

X 3 4 5 6 7 9

|
\% 195¢ 2190 2250 2200 2000 1370

w /n

Ich werde eine solche Aufgdhe der nachst erstellen und dann beim Thema Regressionsaufgaben

veroffentlichen.

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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2.5 Weitere Zylinderaufgaben

a) Welcher oben offene Zylinder hat bei gegebener

Oberflache ein maximales Volumen?

1. Schritt:  Aufstellung der vorlaufigen Zielfunktion

Volumen des Zylinders: ~ V(r,h)=G-h=nr?-h )

2. Schritt:  Herausfinden der Nebenbedingungen

Die Oberflache ist gegeben, also Mantel plus Boden.

Fur sie gilt diese Formel: O = 2ar -h + nr? (2,

3. Schritt:  Aufstellen der endgiiltigen Zielfunktion

Man kann (2) nach h auflésen oder nach r:

(@  Umstellung nach h: O =2ar-h+nr?
2nr-h =0 —nr
_O- mr?
2mr

Dies ergibt diese Zielfunktion:

=Lor-4nr’ (3a)

(b)  Umstellung nach r: Q=2nf h+nr?

2w2th-r—=0 =0
—2nh+ \/4n2h2 -4 (—O) —2nh+ m
he = 2n B 2n

—2nh+2\/ 2h2 + 7O —nh+\jn2h2+n0

.- \/ +TcO / +TcO ha ,h2+—

Die zweite Losung scheidet aus, weil sie einen negativen

Radius ergibt.

Dies ergibt diese Zielfunktion:
2
v(r)zn-[—h+,/h2+%j h (3b)

Es ist klar erkennbar, dass (3a) die wesentlich einfachere Funktion ist.
Beim genauen Hinsehen erkennt man dies sofort, eben weil die Umstellung nach r
zum Lésen einer quadratischen Gleichung fiihrt.

Ich habe diese Rechnung nur gezeigt und rate dringend von diesem Weg ab.

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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4. Schritt:  Festlegung des Definitionsbereichs fiir die Zielfunktion

Fur die Volumenfunktion in Abhangigkeit von r mit V(r) = —Znr® +2-0r

muss r positiv sein, nach oben gibt es offenbar keine Grenze (?). D :] 0; [ .

Ich unterbreche hier die Rechnung, denn man ist doch gespannt,
wie diese Funktion aussieht. Dazu muss man fir O einen

sinnvollen Wert annehmen.

Fir das Schaubild habe ich O = 800 gewahlt.
Fur die Sachaufgabe ist nur der blaue Kurvenbogen sinnvoll.
Interessanterweise wird das Volumen fiir einen Radius

grofRer als etwa 16 negativ.

Es ist eine reizvolle Aufgabe, dies zu beweisen.

Dazu sollte man eine Nullstellenbestimmung der Funktion durchfénren:

Fir O = 800 lautet sie:  V(r)

—L7r® +400-r

Nullstellenbedingung: ~ V(r)=0
Ausklammern von r: r(—%nr2 + 400) =0
1. Faktor: r=0 scheidet aus.
2. Faktor: —1imr? +400=0
2
1nr2 = 400 (4)
2 _ 800
T
290
r= M/_—O ~ 15,96
y .

Als ndchste misste man zeign| dass bei etwa r = 9 ein Extremwert liegt (das folgt noch, denn

es ist ja die Aufgabe), und ¢ann dass diese Funktion flr r — o gegen —o fallt.

Es gibt also fiir den Definitionsbereich doch eine obere Grenze. Das muss man sich so
vorstellen: Wenn die Oberflache bereits durch die Grundflache verbraucht ist, dann bleibt
fur den Mantel nichts mehr tibrig. Die Bodenflache istdann  nr? =800 .

Das passt genau zu Gleichung (4). Dann liegt schon kein Zylinder mehr vor.

Wie I6st man nun das Problem des Definitionsbereichs? Man sollte die geschilderte
Uberlegung darlegen (Boden = Oberflache, also V = 0) und dann ..., =15,06 berechnen.

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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Extremwertberechnung mit Ableitungen

Zielfunktion: V(r)=-2nr®+L0r
Ableitungen: Vi(r)=-3mr® +10
V"(r)=-3ar
Extremwertbedingung: Vi(r)=0 < -32ar?+i0=0 |2
31> +0=0
3nr? =0
O
r= |[—
3

Fur das Beispiel mit O = 800 folgt dann r = /@— ~9,. (cm).
fo yi%
Kontrolle: V"(r)=-3nr <0 also liegt ein Maximuri vor.

Randwerte: Fur r gegen 0 wird der Zylinder zum.isiialtslosen ,Stab“,

und wie besprochen geht er fiir r gegen /820 gegen den

Boden, also zum Inhalt O.

Also liegt sogar ein absolutes Maximum vor.

—3
Dieses hat den Wert: Vo =V ,/O -_I 1“” 1o, o__r0O0 |O +O O
2130 2 3 2 3t \3x 2 375

_0 [ 80 2, [0 [0 [0
\/375 6 3n 3 V3n

Noch ein Nachschub

Man kann die Gleichung V(r)=-Znr® + LOr als
Funktionenschar betrachten.

In der Ublichen Funktionsschreibv'eiseletwa so:
fi(x)=-2-x*+1t-x.

Mit MatheGrafix gibt das dieseKurvenschar:

Ich habe die Ortskurve der Hochpunkte eingezeichnet.

Mit haben errechnet, dass man fir r = ,/ O das Maximum

V:9- © erhalt, also ist H JO ,/
3 \3n 3n 3\V3n

Ausr—‘/2 folgt O =3nr?. Eingesetztin V:% ©.

g .

3” 3nr _ 2 P~ (firr>0).

Ortskurve: y=nx® bzw. V=mnr.

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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CAS-Lo6sung dieser Aufgabe (TI Nspire)

Ich beginne die Rechnung an der
Stelle, an der die Zielfunktion

V(r)=-4nr® +L0r erstellt worden ist.

Nach der Definition der Funktion lasst man
die Ableitung als v1(r) berechnen

und anzeigen.
(V" habe ich hier weggelassen)

Lésung der Extremwertbedingung

V'(r)=0. Ergebnis: r= /3-0
3-4n
. . O
(Das ist dasselbe wie oben: r = ‘/3— )
Y

Zugehorendes maximales Volumen;
3
y[¥30)_0%\3
3.n) 9n

(Manuell: V:Q- 2)
3 V3=

Dann die Berechnung der Gleichung

der Ortskurve.

Man stellt r = y3-O nach O um
3-n
und erhalt O=3-7-r%.
Dies wird in V 3-0
3.Jn

Erst wenn man Nspire sagt, d2ss |c.=

1.1 GRD AUTO REELL "
Define 1.-'|Ir:|=—1--:|;-r3'+l.o.r Fatig
2 Z
Define vi[rj=i|:v(rj) Fatig
dr
) |[r]| o 3--,1;.?-2
2
solve |:w‘ (r]=0,r:| A
o . |
=J_30‘md ol orr= U{; and o=0
NS 3y{; _____________
¥
- 2.3
Qe
solys = 7o ) o=%mr? and 0
N
Mj':aD )|D 3']1:?. 'I|:'|i"3|
|3
'11:-|r3 ||r:=~0 -
| i
8/23

J eingesetzt,« 'oraus V=n~‘r3‘ folgt.

0 ist, vereinfacht er zu V = rr®!

Es ist schon erstaunlich, dass soich allgemeine Berechnungen mit CAS-Rechnern jetzt méglich sind.

Friedrich Buckel

www.mathe-cd.de




49011 Extremwert Training

67

b)  Welcher oben offene Zylinder habe bei gegebenem
Volumen eine maximale Oberflache?

Dies ist nun eine Art Umkehrung der Aufgabenstellung.

1. Schritt:  Aufstellung der vorlaufigen Zielfunktion

Oberflache des Zylinders: o(r,h) = 2xr -h + mr? (1)

2. Schritt:  Herausfinden der Nebenbedingungen

Das Volumen ist gegeben.
Dafiir gilt diese Formel: V =mnr?-h (2)

3. Schritt:  Aufstellen der endgiiltigen Zielfunktion

Auch hier hat man prinzipiell 2 Méglichkeiten:

(@) Umstellung nach h: V =nr?-h (3a)
_ W
nr?
Eingesetzt in die Zielfunktion: Q) =20 ’Lﬁ nr? = 2V, r?
r r
o 4 \%
(b)  Umstellung nach r: = = r=,—
7h nth
Eingesetzt in die Zielfunktion: O(r)=2n fl -h+ nl =2 /ﬁ i
nh nh h h

Auch hier ist (3a) die einfachere( +anktion, mit der wir weiterarbeiten wollen.

4, Schritt:  Festlegung des Definitianswereichs fir die Zielfunktion

Zielfunktion: o(r) = r? L2V

Auch hier ist natirlich r positiv, aber gibt es eine obere Grenze fir r?
Das Schaubild fiir V = 1000 (cm?)

zeigt, dass beliebig grof3e Radien saoe
moglich sind. Durch eine entsprechend

GOOD

geringe Hoéhe kann man das Volumen 5000

konstant halten! 000

3000

D, =]0;]. e

1000

T Tme—be_d_ 3

Man erkennt tbrigens keinen Extrempunkt!

Friedrich Buckel
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Oder doch? sooof
Es ist nur eine Frage des [000r
. 40004
Ausschnitts!
Laoao)
2000+
1000+
o 1 é 3 4 () T 8 a 10 1‘1 12 13 14 *

Extremwertberechnung mit Ableitungen

Zielfunktion: o(r) = mr? 2
r
Fiir die Ableitung umschreiben in:  O(r) = nr® 52V -1
3/ 3 _
Ableitungen: O'(r)=2nr-2v-r? = 2nr—2—2V= ra > 2V _ > v
r r r
/
0"(r)=2n+4v.r3=2n+i‘a
I
Extremwertbedingung: O'(r =0 & arP-Vv=¢
eV = Pl
i
iV
s
Kontrolle: O"(r)=2n+ g >0
e
Also liegt ein Minimum vor!
2
\ 3 2
Minimale Oberflache: O gf— \ =T i/i 2V =3t 2V + 2V-§/E
o ) T oV T \%
T
V3

=3V, n+2-3

\Y

Randwertbetrachtung:

r—0

limO(r) = Iirr(1)(nr2 +ﬂj =
r—> r

limO(r) = lim (nr2 +2—Vj =

r—o r—o r

Also liegt ein absolutes Minimum vor!

oIV 423V =3-YVv2n

Der Tiefpunkt des Schaubilds hat diese Koordinaten: V{%/i |3-3v2 'nJ
s

Und die Tiefpunkte liegen auf der Ortskurve: V = 3nr?

(re = i/i umstellen nach V =nr® und einsetzenin O =3-3V? .1 1)
T

far r>0.

Friedrich Buckel
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CAS-Lo6sung dieser Aufgabe (TI Nspire)

Man schreibt etwa dasselbe auf wie bei der hdndischen Ldsung, nur weniger Zwischenrechnungen.

Hier die zugehdrigen Screenshots:

2. Zeile: V =nr?h wird nach h umgestellt und

(3. Zeile) in O(r) eingesetzt.

Neue Definition von O.

Ableitungen

Extremwertbedingung lésen: r = §/¥ .

Und in O(r) einsetzen (mit ans!) ergibt O = 3931 V2

Randwerte.
Gegen 0 nicht zu finden, weil von rec.ats gehen +w

und von links gegen —oo .

Ortskurve der Tiefpunkte:

0,,, =3-¥n-V? nach V auflésen und

In O(r) einsetzen ergibt V =3nr?.

1.1 GRD AUTC REELL i
=
Define ol:r:l=2--n:-r-h+-n;.?-2 Farlig M
solve(v=n-r2-h,h) = W
e
olrlians
olr)lr=— e Za 2
rd r
Defind ofr|=Az
en?er L
Tiefine o(. "=-n:-r2+2;v Ferdig
r
Define of[r)=i(ol:r;|:] Fartig
dr
[y 'rr) 2--;,;.?_2;"
il 2
[ _
Define o2l[r:|=i(ojltr:|) Fertig
dr J
02[?') 4—'V+2.n
?’3
solve(of(r}l=0,r) L
ot
2
T 2 Q
L 1z
]
o= 2
= 3
lim (ol[r:l) - I
reom
lim (o (r)) undef
r-+0H] =
L v
]
solwve r=v—,u
i
= 3
o(r)|v=n-r3 ) I
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uUnd zum Schluss die Scharkurven:

o(r) =mr? +& mit V als Parameter bzw.
r

f(x)=n-x° 2 g (also V) von 100 bis 2000, step: 200.
X

Zusammen mit der Ortskurve der Tiefpunkte: y =3n-x?

1400+

13001

12001

1100+

10001

900+

800+

700+

600+

5001

400+

300+

200+

1001

K |
Vs
(/>
7{-
4 -

A Aa)

10 11 13 14
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